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ف1 ت تعريف-1
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تصادفي فرآيند تصادفيفرآيند

ن• ن فضا از ا نقط ك غ از ف(تا ا ت ش ا آز )ن ξ Ω و  )نتيجه آزمايش تصادفي(تابعي از دو متغير يكي              نقطه اي از فضاي نمونه•
.است Tديگري          پارامتر فرآيند كه نقطه اي از فضاي پارامتر 
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توصيفتوصيف

قاا ا لtا آ ف ا لاًاق ξ مثلا. استو     مقدار فرآيند معلوم tبه ازا همه مقادير :توصيف رياضي• ξ
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.فرآيند تابعي از يك يا چند متغير تصادفي است:توصيف تحليلي•
)()cos,(.زاويه در اين عبارت يك متغير تصادفي يكنواخت است 0 ϕω += tatX )()( 0 ϕ

توصيف توابع احتمال متغير هاي فرآيندهاي تصادفي: توصيف آماري•

( ) ( ; )( }) { ( )XX tF F x t P X tx x== ≤ ( ; )( ; ) X
X

dF x tf x t
dx

=
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آماري توصيف آماريتوصيف

ل• ا ت ا آ ف )ت )f t ):توصيف آماري مرتبه اول• ; )Xf x t

:توصيف آماري مرتبه دوم•
ا ك ز ل(ت ا )ت

( ), ( ) ( , ( , ),) ;X t X s Xf x y x yf t s=
)مرتبه اول(توزيع كناري

( ; ) ; ,( ),X X x yf x t f t s dy
+∞

∞

= ∫
ام nتوصيف آماري مرتبه •

−∞

.با انتگرال گيري مي توان به توصيف هاي مرتبه پايين تر رسيد
( ) ( ).... ( )1 2 1 2( ,..., ( ; )( ) ; , )X t X t X tn X n Xf x f t t fx t x t= =

.توصيف آماري كامل وقتي است كه                  باشد n →∞
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تصادفي فرآيند دو فرآيند تصادفيدو
(’Tو Tدو فرآيند با دو فضاي پارامتر• ( )( ,X tt Xξ =

أ

( ', ) ( ')Y t Y tξ =

mوnتوصيف آماري توأم مرتبه•

) ( )( ) ( )( ) ( ( , ; , '( , ) )XY xx f y tf ty =

قابل ي گي ال انتگ با كناري توصيفهاي و ت پايين تبه م توأم آماري توصيفهاي

) ( ' )...( ) .. ( ' )1 2 1( ).... ( ( , ; ,( , ) )Y t YX t X t X t tn m XY xx f y tf ty

توصيف هاي آماري توأم مرتبه پايين تر و توصيف هاي كناري با انتگرال گيري قابل 
.حصول هستند
قل ا اف ا ا ا ك ا ا اا قل مستقل از  هر بردار از متغير هاي يكي با هر بردار از متغير هاي دومي :دو فرايند مستقل•

.باشندهم 
( ; ') ( ; ) ( ; ')XY X Yf y f f yx t t x t t=

ختلط• ند آ :ف

( , ; , ) ( ; ) ( ; )XY X Yf y f f yx t t x t t

) ( )( ( )t tZ X jY tξ ξ ξ= + :فرآيند مختلط•
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ا2 آ ف ا ا ممان هاي فرآيندها-2
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ل• ا ∞+)ط(ان ))متوسط(ممان اول• ) [ ( )] ( ; )x Xm xt E X t x t dxf
+∞

−∞

= = ∫

)تابع همبستگي( ممان دوم ساده•
* *( , ) [ ( ) ( )] ( , ; , )x XR xy ft s E X t X s x y t s d dyx

+∞ +∞

−∞ −∞

= = ∫∫

)تابع  كوواريانس(ممان دوم مركزي•
* *

*

( , ) [ ( ) ( )] [( ( ) ( ))( ( ) ( )) ]

( , ) ( ) ( )
XX

X X

X

X

t s E X t X s E X t m t X s m s

R t s m t m s

C = = − −

= −( , ) ( ) ( )X XXR t s m t m s
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ا ااف ا ل فا ا آ ف ا ا ك آ ف   aفرآيندي كه متغير هاي تصادفي آن با فاصله زماني بيش از:وابستهa-فرايند •
.مستقل هستند

( )( ) X sX t ⊥⊥ ( )( )
| |

X s
s

X t
t a

⊥⊥
∀ − >

     aفرآيندي كه متغير هاي تصادفي آن با فاصله زماني بيش از:همبستهa-فرايند •
.ناهمبسته هستند

( , ) 0XC t s =
| |t s a∀ − >
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ا• ل قا ل(ان قا گ )*)تا ') [ ( ( )])R E X Y ′ )تابع همبستگي متقابل(ممان متقابل ساده•
.دو فرآيند متعامد هستند هرگاه هر متغير يكي با هر متغير ديگري متعامد باشند

*( , ') [ ( ( )])XYR t t E X t Y t ′=

( , ') 0XYR t t = ( , ) ( , ) ( , )X Y X YR t s t s t sR R+ = +⇒

)تابع كوواريانس متقابل(ممان متقابل مركزي•
.دو فرآيند ناهمبسته هستند هرگاه هر متغير يكي با هر متغير ديگري ناهمبسته باشند

*( , ') [ ( ) ( )]XYC t t E X t Y t= ′

ب ب ر ي ير ر ب ي ي ير ر ر ب ي ر و
( , ') 0XYC t t = ( , ) ( , ) ( , )X Y X YC t s t s t sC C+ = +⇒

*وجود تقارن هرميتيك •

*

( , ') ( ', )

( ') ( ' )
XY Y XR t t R t t

C C

=
*

*

( , ') ( ', )

( , ) ( , )
XY Y X

X X

C t t C t t

R t s R s t

=

=
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مثالمثال
).2,0(~     ),cos()( 0 πϕϕω UtatX +=

0( ) { ( )} {cos( )}Xm t E X t aE tω φ= = +
  0 0cos {cos } sin {sin } 0,a t E a t Eω φ ω φ= − =

 2
 

 0
   {cos } cos 0 {sin }.1

2E d E
π

φ φ φ φπ= = =∫

2
0 0

2

( , ) {cos( ) cos( )}XR t s a E t sω φ ω φ= + +
2

0 0{cos ( ) cos( ( ) 2 )}
2

a E t s t sω ω φ= − + + +

2

0cos ( ).
2

a t sω= −
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ا3 آ ف دسته بندي فرآيندها-3
)ماركف، با نمو مستقل و مارتينگل( 
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مستقل نمو با فرآيند با نمو مستقلفرآيند

ن• ان ز ا ل فا ش ا ن كل ظ ل ش ا ق ك آ ف فرآيندي كه مقدارش در هر لحظه و كليه نمو هايش در فاصله هاي زماني بدون•
.اشتراك توأماً مستقل باشند

) ) ( )( ( ( ) ( ) ) (( )X X XX X X X⊥⊥ ⊥⊥ ⊥⊥ ⊥⊥1 2 1 3 2 1

1 1
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دكتر آقاجاني - دانشكده برق - دانشگاه آزاد اسلامي واحد نجف آباد 13



ماركوف فرآيند ماركوففرآيند

خلا• خ ن ا آ ف ق ا كل ظ ل ش ا ق ك آ ف فرآيندي كه مقدارش در هر لحظه كليه سابقه فرآيند را نيز در خود خلاصه•
)سابقه از نظر تاثير روي توزيع احتمال متغير هاي تصادفي بعدي.(كند

1 1( ) 1 1 1 2 2 ( ) 1( | ( ) , ( ) ,..., ( | () ) ( ) )
n nX t n n n X t n n nx X t x X t x X t xf f X t

t t t

x x
+ ++ += = =

≥ ≥ ≥

= =

1 1...n nt t t+ ≥ ≥ ≥
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مارتينگل فرآيند مارتينگلفرآيند

ش• ا ق ن ل ط ش ظ ل ش ا ق اض ا ك ا آ ف فرآيندي است كه اميد رياضي مقدارش در هر لحظه مشروط به معلوم بودن مقدارش •
.در چند لحظه قبل ، همان آخرين مقدار معلوم فرآيند باشد

1 1 1 2 2[ ( | ( ) , ( ) ,..., ( )) ]n n n nE X t X t x X t x X t x
t t

x
t
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≥ ≥
= =

≥
= =
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قضيه چند قضيهچند

ف1قض• گ ن ا ن ف ك ا ان ت ن قل ن ا از .از با نمو مستقل بودن مي توان ماركوف بودن را نتيجه گرفت:1قضيه•
لاز با نمو مستقل بودن و داشتن تابع متوسط ثابت مي توان مارتينگل بودن را :2قضيه• ي ع ن ل

.نتيجه گرفت
ه• كامل:3قض ف ص كت ند آ ف دوم ه ت م ي آما ف ص ت ف ك ما هاي ند ا ف د در فرايند هاي ماركوف توصيف آماري مرتبه دوم فرآيند يك توصيف كامل :3قضيه•

.آماري است
1 1( , ; , )( ; ) ( ; )

n
x i i i if x x t tf x tf − −= ∏x t

توصيف:4قضيه• بعلاوه فرآيند اول مرتبه آماري توصيف مستقل نمو با هاي فرآيند در

1 1
2 1 1

( ; ) ( ; )
( ; )X

i x i i
X f x t

f
f

x t= − −

= ∏x t

در فرآيند هاي با نمو مستقل توصيف آماري مرتبه اول فرآيند بعلاوه توصيف  :4قضيه
.آماري مرتبه اول نمو فرآيند يك توصيف كامل آماري است

1 1 1 1
2

( ; ) ( ; ) ( ; , )
n

X x iX i i i
i

f x t f xf x t tΔ − −
=

−= ∏x t
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:مثال:مثال

قل• ن ا آ كف نشان :نشان دهيد در يك فرآيند  با نمو مستقل•
2

( )
( ) ( ) 2

, sX t
X t X s

t
t

σ
σ

⎧ ≤⎪
⎨ ≤

=
⎪

( ) ( ) 2
( ) ,

X t X s
X s tsσ⎨ ≤⎪⎩

:حل•
* ** *

( ) ( )

* *

[ ( ) ( )] [ ( )( ( ) ( ) ( )) ]

[ ( )( ( ) ( )) ] [ ( ) ( )]
X t X st s E X t X s E X t X s X t X t

E X t X s X t E X t X t

σ≤ ⇒ = = − +

= − +
( ) ( ( ) (

2
)

)

(

[ ( )( ( ) ( )) ] [ ( ) ( )]

[ ( )] [( ( ) ( ))]
X t X s

X t

X t

E X t X s X t E X t X t

E X t E X s X t σ
⊥⊥ −

+

========== − +
0 0
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اك4 ا آ ف فرآيند هاي ساكن-4
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ساكن فرآيندهاي ساكنفرآيندهاي

اك• آ ف فرآيند ساكن•
يخصوصيات آماري  فرآيند با گذشت زمان تغيير نكنند مثلا نويز حرارتي كه  :تعريف•

.در جه حرارت آن ثابت نگه داشته شده است
(wss)ساكن به مفهوم وسيع  يع و هوم ب )ن )
   (sss)ساكن به مفهوم اكيد

اك• ند آ )ا(ف )دوره اي(فرآيند ساكن دوري•
خصوصيات آماري  فرآيند به صورت متناوب با زمان تغيير كنند مثلا نويز  :تعريف•

ناشي از حركت متناوب قطعات مكانيكي
(wscs)ساكن به مفهوم وسيع  يع و هوم ب )ن )
   (sscs)ساكن به مفهوم اكيد
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WSSفرآيند (Wide Sense Stationary) WSS (Wide Sense Stationary)فرآيند

ك• ن تغ ان ز گذش ا آ ف ل ا ان .ممان اول و دوم فرآيند با گذشت زمان تغيير نمي كنند•
{ ( )} xE X t m=

*
1 2 1 2{ ( ) ( ) ( ) (} )X XE X t X t R t t R τ= − =
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SSS(strictفرآيند Sense Stationary) SSS(strict Sense Stationary)فرآيند

ف• نكت تغ ان ز گذش ا آ ف ال ا ا ت .توابع احتمال فرآيند با گذشت زمان تغيير نكنند:تعريف•
),()(:مرتبه اولSSSفرآيند• xftxf XX = ي ور ب ر
1:مرتبه دوم SSSفرآيند • 2 1 2 1 2 1 2( , ;   , ) ( , ;   )X Xf x x t t f x x t t≡ −

:امnمرتبهSSSفرآيند•
1 2 1 2 1 2 1 2( , , ;   , , ) ( , , ;   , , )X Xn n n nf x x x t t t f x x x t c t c t c≡ + + +1 2 1 2 1 2 1 2( , , ; , , ) ( , , ; , , )X Xn n n nf f

.مرتبه پايين تر را نتيجه گرفت SSSمرتبه بالا مي توان  SSSاز يك فرآيند •
SSSSSSگ •SSS مرتبه بي نهايت راSSS كامل گوييم.

دكتر آقاجاني - دانشكده برق - دانشگاه آزاد اسلامي واحد نجف آباد 21



WSCSفرآيند (Wide Sense Cyclo Stationary) WSCS (Wide Sense Cycloفرآيند Stationary)

ك• تغ ان ز ا ا آ ف ل ا ان .ممان اول و دوم فرآيند به صورت متناوب با زمان تغيير مي كنند•

( ){ ( )} ( )E X t m t m t T+= = 0( ){ ( )} ( )X XE X t m t m t T+= =

*{ ( ) ( ) ( ) ( )}E X t X t R t t R t T t Tτ τ τ+ ++ + +0 0{ ( ) ( ) ( ) ( )} , ,X XE X t X t R t t R t T t Tτ τ τ+ = ++ + +=
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SSCS(strictفرآيند Sense Cyclo Stationary) SSCS(strict Sense Cycloفرآيند Stationary)

ف• كت تغ ان ز ا ا آ ف ال ا ا ت .توابع احتمال فرآيند به صورت متناوب با زمان تغيير مي كنند:تعريف•
:امnمرتبهSSCSفرآيند•

2 11 1( , , ; , , )Xf x x x t t tτ τ+ + ي بر مر
T0متناوب با دوره تناوب  tنسبت به 

2 11 1( , , ; , , )X n nf x x x t t tτ τ −+ +

•SSCS  مرتبه بي نهايت راSSCS كامل گوييم.
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ساكن توأماً فرآيندهاي توأما ساكنفرآيندهاي

ا ك آ ف ا ا ا ف T)ق T’) (’T=T)وقتي فضاي پارامتر دو فرآيند يكي باشد•
مي باشند و ممان متقابل آنها نيز مستقل  WSSتك تك:بودن دو فرآيندWSSتوأماًً

اش ان ز :از زمان  باشداز

ً أSSSأ

( , ) ( )XY XYt t RR τ τ+ =

ام دو فرآينديعني توابع احتمال توأم دو فرآيند با زمان تغيير nبودن  مرتبهSSSتوأماً
.نكند

1 1 1 1 1 1 1 1( , ; , ,..., , ' ,..., ' ( , ; ,..., , ' ,... ), ')XY XYf ft t t t tτ τ τ τ τ τ τ τ+ + + =+x y x y

ً

1 1 1 1 1 1 1 1( , ; , ,..., , ,..., ( , ; ,..., , ,... ),)XY n m XY n mf ft t t t tτ τ τ τ τ τ τ τ− − − −+ + + +x y x y

.هم نباشند  WSSكامل باشند ولي حتي توأماSSSًدو فرآيند مي توانند تك تك
.توأماً ساكن دوري نيز نظير توأما ساكن تعريف مي شود
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نكته چند نكتهچند

االاا گ ل قا .قابل نتيجه گيري است wssمرتبه دوم و بالاترsssاز•
φباشد و             T0با دوره تناوب SSCS، ساكن دوري به مفهوم اكيدXاگر فرآيند• ي ر ير هوم ب وري وبن ور وب ب

            Yباشد، فرآيند T0و 0با توزيع يكنواخت بين   Xيك متغير تصادفي مستقل از فرايند 
.ام استnمرتبه SSSيك فرآيند

( ( ))Y t X t φ+
م

( ( ))Y t X t φ= +

باشد و            T0با دوره تناوب WSCS، ساكن دوري به مفهوم وسيعXاگر فرآيند•
ع            Yباشد، فرآيند T0و 0با توزيع يكنواخت بين Xيك متغير تصادفي مستقل از فرايند 

.است WSSيك فرآيند
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ف5 ا ت آ ف ف معرفي چند فرآيند تصادفي-5
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پوآسن فرآيند پوآسن فرآيند

ف• ا ت ش ا آز از قل ا تك ا شا ا خ ا ت تعداد رخداد پيشامد در بينهايت تكرار مستقل از هم آزمايش تصادفي  •

210
aninoccur  arrivals"

⎬
⎫

⎨
⎧ k

k kλλ ,2,1,0      ,
!" duration of interval 

==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Δ
− k

k
eP λλ

Δ
Δ=

Δ
⋅== μμλ
T

Tnp

i lk arrivalskarrivalsk

Δ2

arrivalsk

Δ
0 T

Δ2
0 T

k⎧ ⎫ 2"  arrivals occur in an (2 ) ,       0,  1,  2, ,
 interval of duration 2 " !

kk
P e k

k
λ λ−⎧ ⎫

= =⎨ ⎬Δ⎩ ⎭
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پوآسن فرآيند پوآسنفرآيند

ظ• ل از ك ف ا ت ش ا كآز از قل ا تك ان ك ا آ ف فرآيندي است كه در جريان تكرار مستقل از هم يك آزمايش تصادفي كه از لحظه •
t0 آغاز شده است و با هر رخداد پيشامد مد نظر نمو ثابتي پيدا مي كند.

آ آ گ ك .اگر نمو را يك واحد در نظر بگيريم فرآيند همان فرآيند شمارش تعداد رخداد هاستگ
.لحظات رخداد پيشامدها را نقاط پوآسن گويند

Poisson 
arrivals

0 it

arrivals

i

)(tX

t
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پوآسن فرآيند پوآسنفرآيند

لاا فا )اtا ) ( ) ( )X X t P  sتا tپيشامد در فاصله رخدادتعداد•

: يك فرآيند با نمو مستقل است•
,( ) ( ) ( )t sX s X t P a− ∼

1 2 1 1) ) ( )( X(t .... ) ( )X(tn nX t X tX t −⊥⊥ ⊥⊥ −⊥⊥− ل
:نمو فواصل بزرگ را مي توان مجموع نمو فواصل كوچك در نظر گرفت•

| |
s

dλ λ∫
نمو• و آيند ف خود اول ه ت م آماري ف توص آيند، ف بودن مستقل نمو به توجه با

, | |t s
t

t ta d sλ λ= = −∫
با توجه به نمو مستقل بودن فرآيند، توصيف آماري مرتبه اول خود فرآيند و نمو

:فرآيند توصيف آماري كامل از فرايند را نتيجه مي دهند
0
ia

0 , 0 ,( ( ) )
!

( ( ) ( ) )

ta t

i
a t s

a
P X t i e

i
a

−

−

= =

,

11
10 1

( )
,0

,

(

( ( ) ( ) )
!

)

t s

k k
t t k kt k k

a

i ii
a t ta t

t s

n

P X s X t i e
i

a
P

a −

−

−
−−

− = =

∏i t
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21 1

(
!

;
( !

)
)

t t k kt k k t ta t
X

kk k

P e e
i i i

−−

−=

=
−∏i t



پوآسن فرآيند پوآسنفرآيند

آ• آ ف ا ان ممان هاي فرآيند پوآسن•
],0ممان اول ( )] tE X t a tλ= =

)بدليل  بانمو مستقل بودن(ممان دوم مركزي

2
( ) 0,

2
( ) 0,

( , ) min( , )X t t
X

X s s

t
t s t s

s
a t s t s

C
a s t s t

σ λ
λ

σ λ
⎧ = < <⎧⎪ = =⎨ ⎨= ≤ ≤⎪

=
⎩⎩

لانگگ• ا ا ن آ نقاط ي ا آ ف :ت :توصيف آماري نقاط پوآسن را ارلانگ گوييم•
)E:امين رخداد پيشامدiزمان انتظار براي  )i,iT λ∼
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تلگرافي سيگنال فرآيند سيگنال تلگرافيفرآيند

ا ك آ ظف لل ا ا ق ا ا ا1ا1+ا هرو با 1-يا 1+منهاي بي نهايت شروع شده با مقدار اوليهلحظهفرآيندي كه از•
.رخداد پيشامد علامت آن تغيير مي كند

P i

t

Poisson 
arrivals

0
1

t it
t

)(tX

)()1()( tXtY −=

)(tX

t)1()(tY t

)(tY

t
1+

1−

1
t
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تلگرافي سيگنال فرآيند سيگنال تلگرافيفرآيند

قل• ن ا آ ف نك .نيستيك فرآيند با نمو مستقل•
.يك فرآيند ماركف است•

12 (
1

)

2

1( ; ) ( ) (1
2

)k k

n
t tn

X k k
k

i iP e λ −− −
−

=

= +∏i t

ممان ها•
ل ا ت )ان ) (1)0 ( 1)0 0 ممان مرتبه اول

ممان مرتبه دوم 
( ) (1)0.5 ( 1)0.5 0Xm t = + − =

,2 2 | | 2 | |( , ) ( , ) t sa s t
X Xt s R tC s e e eλ λ τ− − − −= == =
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نرمال فرآيند نرمالفرآيند

ك• ف ا ت غ ك ل ت آن ف ا ت ا غ از ا لخ خط ك ت :هر تركيب خطي دلخواه از متغير هاي تصادفي آن توليد يك متغير تصادفي كند•
2) ( )( )(X dZ g N mα α α σ

+∞

= ∫ ) ( ) ,( )( Z ZX dZ g N mα α α σ
−∞

= ∫ ∼

.هر فرآيند ديگر به صورت تركيب خطي متغير بازمان فرآيند، يك فرآيند نرمال است•
+∞

,( )) ) (( t X dZ t g α α α
+∞

−∞

= ∫

در نتيجه توصيف آماري .هر بردار تصادفي يك فرآيند نرمال، يك بردار نرمال است•
استnمرتبه زير صورت به فرآيند :ام :ام فرآيند به صورت زير استnمرتبه

1
1 ( )
21( ; )

(2 ) | |

xCX
q

X n
e

C
f

π

−− −
=

x m
x t
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ادامهادامه

ا• ال ن آ ف ا آ ل فكا ت آ ف ل ا ان ل ق نك ت ا .با توجه به نكته قبل، ممان اول و دوم فرآيند توصيف كامل آماري فرآيند نرمال است•
بودن كامل فرآيند راSSSبودن فرآيند مي توانWSSازبالابا توجه به نكته• ب وج وزبب ي ي ر ربو ي ر ل بو

.نتيجه گرفت
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سفيد فرآيند سفيدفرآيند

ان• ا ا اف
( ) 0X tm =⎧

⎨ هايفرايندي با ممان•
.همه متغيرهاي تصادفي فرآيند سفيد با يكديگر متعامد و ناهمبسته هستند•

( , ) ( , ) ( ) ( )X XR t t C t tt gτ τ δ τ+ = + =⎨
⎩

ي
اگر فرآيند سفيد نرمال هم باشد، همه متغير هاي فرآيند مستقل هم خواهند  •

د(د ف ز ن ند آ )ف )فرآيند نويز سفيد.(بود
.اگر                  فرايند را نويز سفيد ساكن گوييم• 0( )g t N=م
.اگر             فرايند نويز سفيد نرماليزه خواهد بود•

ك
0 1N =

.توزيع توان بين مولفه هاي فركانسي نويز سفيد يكنواخت است  •
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وينر فرايند وينرفرايند

ا ك(X)اف ال گ ا ا آ ك ا ا ا ف 0]ا )T با فضاي پارامتر                     كه آن را به صورت انتگرال يك نويز  (X)استفرايندي•
.تعريف مي كنند) W(سفيد ساكن نرمال

[0, )T ∈ ∞

0 ( )( ) )(0, t sW N Nt δ −∼

ت• ا مال ن ند ا ف ك ن و ند آ مال(ف ن ند آ ف ك ازمان متغ خط ب ك )ت 0

( ) ( )
t

X dt W α α∫
)تركيب خطي متغير بازمان يك فرآيند نرمال.(فرآيند وينر يك فرايند نرمال است•
.ممان هاي اول و دوم فرايند توصيف آماري كامل فرآيند هستندبودن،بدليل نرمال•

0 ( ,) )( (0, )X min tN N st ∼

.مارتينگل استماركوف وفرآيند وينر، يك فرآيند با نمو مستقل،• ل و ب ي ر ي ر وي ي ور وف لر ي ر
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وينر فرآيند هاي ممان محاسبه ممان هاي فرآيند وينرمحاسبه
( ) [ ( )] ( ) [ ( )] 0

t t

X t E X t E W d E W dm α α α α= = = =∫ ∫
0 0

( ) [ ( )] ( ) [ ( )]

( , ) ( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

X

t s t s

X XC t s R t s E W d W d E W W d dα α β β α β α β= = =

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
0 0 0 0

( , ) ( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

( )

X X

t s

C t s R t s E W d W d E W W d d

N d d

α α β β α β α β

δ α β α β= −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ 0
0 0

( )

( ) |
s

t

N d d

N U d

δ α β α β

α β β

=

=

∫ ∫

∫0 0
0

0

( ) |

( ) ( ) ( )
s ss

N U d

N U t U d N U t d

α β β

β β β β β
>

= −∫

∫ ∫0 0
0 0

0 0 0

( ) ( ) ( )

[ ( ) | [ ( ) ( )]s

N U t U d N U t d

N r t N r t r t s

β β β β β

β

= − − − = −

= − − = − −

∫ ∫

0 0 0[ ( ) | [ ( ) ( )]β

= 0 0 0

0
[ ( )] ( , )

( )
t t s

N t r t s N N min t s
t t s s t
− <⎧

− − = =⎨ − − <⎩

دكتر آقاجاني - دانشكده برق - دانشگاه آزاد اسلامي واحد نجف آباد 37

( )⎩



خط6 ك از آ ف عبور فرآيند از يك سيستم خطي-6
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تصادفي ورودي با سيستم با ورودي تصادفيسيستم

)],([),( ii tXTtY ξξ =

),(
i

tX ξ
),(

i
tY ξ

][⋅T⎯⎯→⎯ )(tX ⎯⎯→⎯ )(tY

)(
i

ξ

t t
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Deterministic Systems

Systems with MemoryMemoryless Systems

)]([)( tXgtY =

Time-Invariant
systems

Linear systems

)]([)( tXLtY =
Time-varying

systems

Li Ti I i tLinear-Time Invariant
(LTI) systems

)()()(
 

 

∫

∫
∞+

∞+

∞−
−= τττ dXthtY( )h t( )X t

40

.)()(
 

 ∫
∞+

∞−
−= τττ dtXhLTI system



LTI)(tYسيستم LTIسيستم

LTIt

)(tX
t)(tX )(tYLTI

∫

∫
∞+

∞+

∞−
−=

 

 
)()()( τττ dXthtY

arbitrary
input

t

Fig. 14.6

∫
∞+

∞−
−= )()( τττ dtXhinput

∫
∞+

∞−
−=

 
)()()( ττδτ dtXtX

)}.({)( tXLtY =

})()({)}({)(
 

∫
∞+

−== ττδτ dtXLtXLtY

})()({

})()({)}({)(
 

∫

∫
∞+

∞−

∞−

−= ττδτ

ττδτ

dtXL

dtXLtXLtY

By Linearity

)}({)(
 

 

 

∫

∫
∞+

∞−

∞

−= ττδτ dtLX By Time-invariance
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 ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
−=−= ττττττ dtXhdthX



خروجي آمارگان خروجيآمارگان

 

 
( ) { ( )} { ( ) ( ) }Ym t E Y t E X h t dτ τ τ

+∞

−∞
= = −∫

 

 
( ) ( ) ( ) ( )X Xm h t d m t h tτ τ τ

+∞

−∞
= − = ∗∫

*( , ) { ( ) ( )}X YR t s E X t Y s=
 *

 
{ ( ) ( ) ( ) }E X t X s h dα α α

+∞

−∞
= −∫ *

 *

 
{ ( ) ( )} ( )E X t X s h dα α α

+∞

−∞
= −∫ *

*

 
*

( , ) ( )XR t s h dα α α
+∞

−∞
= −∫
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خروجي )*آمارگان , ) { ( ) ( )}YR t s E Y t Y s= آمارگان خروجي
 *

 
{ ( ) ( )  ( )}E X t h d Y sβ β β

+∞

−∞

+∞

= −∫
∫

 

 
 

{ ( ) ( )} ( )

( ) ( )

E X t Y s h d

R t h d

β β β

β β β

+∞

−∞

+∞

= −∫
∫

*

 
( , ) ( )

( , ) ( ),
X Y

X Y

R t s h d

R t s h t

β β β
−∞

= −

= ∗
∫

*( ) ( ) ( ) ( )R R h h*( , ) ( , ) ( ) ( ).Y XR t s R t s h s h t= ∗ ∗

h(t)( )Xm t ( )Ym t( )

(a)

h*(s) h(t)( , )XYR t s⎯⎯⎯⎯→⎯→⎯ ⎯→⎯ ( , )YR t s( , )XR t s
(b)
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ورودي ازاء به WSSخروجي به ازاء ورودي WSSخروج

( )m t m⎧ ( )
:

( , ) ( ( ))
X X

X X X

m t m
WSS

R t s R t s R τ
=⎧

⎨ = − =⎩

 
( ) ( )m t m h d m cτ τ

+∞
= =∫ ( ) ( ) ,    Y X Xm t m h d m cτ τ

−∞
= =∫

 *( , ) ( ) ( )XY XXR t s R t s h dα α α
+∞

= − +∫ 
*

( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),     .

XY XX

X XYR h R t sτ τ τ τ
−∞

= ∗ − = = −

∫

 

 
( , ) ( ) ( ) ,      

( ) ( ) ( ).
Y XY

XY Y

R t s R t s h d t s

R h R

β β β τ

τ τ τ

+∞

−∞
= − − = −

= ∗ =
∫

*( ) ( ) ( ) ( )R R h h
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ساكن ورودي  ساكنورودي
)(tX )(tY

LTI system
h(t)

wide-sense 
stationary process

wide-sense 
stationary process.

)(tX )(tY

h(t)

(a)

strict-sense 
stationary process strict-senseLTI system

h( )

)(tX )(tY
stationary process stationary process

(see Text for proof )
h(t)

(b)

Gaussian Gaussian process
)(tX )(tY

Linear systemprocess (also
stationary)

p
(also stationary)

(c)
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مثالمثال

گ• ش خ ا ؟اان آ دست آوريد؟را بهممان هاي خروجي سيستم مشتق گير •
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ارگاديك (Ergodic)فرآيند ارگاديك(Ergodic)فرآيند

ا اط ك قا كف ا ا ا ل ط . در طول محور زمان اختيار مي كندxمعرف مقاديري كه تابع:تعريف متوسط زماني•
.براي سيگنال هاي متناوب كافي است در طول يك دوره انتگرال گيري شود

1( ) lim ( )
2

T

T
T

x t x t dt
T→∞

< >= ∫

داشتن خاصيتي كه بتوان از  توابع زماني فرآيند تصادفي،خصوصيات :ارگاديك بودن•
گ

T−

ع
از متوسط گيري زماني به جاي متوسط  :به طور مثال.(آماري فرآيند را استخراج كرد

)گيريي آماري استفاده كنيم
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بودن ارگاديك شرايط ارگاديك بودنشرايط

آ• ف ان ز ا ت ا ا ش وجود شباهت هايي بين توابع زماني فرآيند•
زيرا لازم است فرقي نكند از كداميك  براي استخراج خصوصيات آماري استفاده 

.مي شودش
.ساكن بودن فرآيند در آن خصوصيتي كه ارگاديك است•

.زيرا با متوسط گيري زماني، حاصل تابعي از زمان نخواهد بود

اهميت ارگاديك بودن•
ف ا ا كآ آ(ا ف ا ا ك ا)آ ا مي توان خصوصيات )به دست آوردن يك تابع زماني فرآيند(با يك آزمايش تصادفي

.آماري فرآيند را به دست آورد
ا ت ا تكتك ان ت ا ا آ گ ن .يك نتيجه گيري آماري را مي توان  به تك تك موارد تعميم دادك
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متوسط در بودن Meanارگاديك Ergodicity(ME) Mean Ergodicity(ME)ارگاديك بودن در متوسط

آ• ان ت آ ف ان ز ا ت از ك از ا آ ف ط تا .تابع متوسط فرآيند را از هريك از توابع زماني فرآيند مي توان به دست آورد•
( ) [ ( )] ( , )X tt E X t Xm t ξ= =< >

.مي شود لذا سمت چپ نيز بايد مستقل شود  tسمت راست مستقل از •
ط ن اك

( ) [ ( )] ( , )X tξ

( ) ساكن بودن در متوسط

ك ل

( )X Xm t m=

درحاليكه سمت چپ تصادفي.سمت راست تابعي از     يعني متغير تصادفي مي شود
پس لازم است كه .نيست

كظ

ξ

)( , t XmX t ξ< > =
:كافي استmsاز نظر عملي تساوي به مفهوم

2)[ || ( ] 0E X t ξ 2)[ || ( ], 0XE X mt ξ > − =<
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:1قضيه :1قضيه

اق لا كاف MEط بودن MEشرط كافي و لازم براي:قضيه•
:اثبات شرط دوم•

( )
( , ) 0

X X

X t s

t m
t

m
sC

⎧
⎨<

=
> =< >⎩ م

2 *) | ] [( ( ) )( ( ) )[| ( , ]X t X t Xm E X t m X t mE X t ξ< > − = < > − < > −

2 *

( ) ( )

) | ] [ ( ) ( ) ]

( )

[| ( ( )
t X t t XX t m X t m

E X t X t

X t

E X t tξ

< >

< <

=< + > =< > +

> < > < > >2

*

) | ] [ ( ) ( ) ]

( ) ( )

[| ( , ( )

1 1[lim lim ]
T T

X t tm E X t X tE X t x t

E dt dtX t X t

ξ< <> − = < > < > >

= ∫ ∫( ) ( )[lim lim ]
2 2

1

T T
T T

E dt dt
T T

X t X t
→∞ →∞

− −

= ∫ ∫
T T

∫ ∫ *
2

( , )

[ ( ) ( )]1lim
4

X t
T

C s
T

E X t X s
→∞

= , 0( )
T

X t s
T

dtds C t s
− −

>< >= < =∫ ∫
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:2قضيه :2قضيه

ا كاف لا آMEط اWSSف ا ا :عبارت است ازWSSبودن فرآيند MEشرط لازم و كافي براي•

( ) 0C< >( ) 0XC ττ< > =

:1برقرار است اما شرط دوم قضيه1شرط اول قضيهWSSبراي فرآيند:اثبات•

( )

( , ) ] ( , ) ( ) 0)[ (
X

X t s X t s X s t X t

t

t t s

C

t s t s s tC tC CC
→ +

< < = << =<<> > + > > > > < > ==
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:3قضيه :3قضيه

اMEاكافط آ اWSSف ا :عبارتست ازWSSبودن فرآيند هايMEبرايكافيشرط•

( )dC
+∞

≠∫ ( )X dC τ τ
−∞

≠ ∞∫
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:4قضيه :4قضيه

اMEاكافط آ اWSSف ا :عبارتست ازWSSبودن فرآيند هايMEبرايكافيشرط•
(0)XC ≠ ∞⎧

⎨ ( ) 0XC⎨ ∞ =⎩
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مثالمثال

؟• اخ ك گال ا آ آ )ف ) λ فرآيند پوآسن با چگالي يكنواخت                 ؟•
فرآيند سيگنال تلگرافي با      يكنواخت؟•

( )Xm t tλ=

λ ي
فرآيندبا توصيف تحليلي زير•

0 )( ) cos(2X t f t BA π +=

(0,2 )
A B
B U π
⊥⊥
∼
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ارگاديك بودن در تابع همبستگي
Correlation Ergodicity(CE)

آ• آ ف ان ز ا ت از ك ك ك ا آ ف گ تا :يعني.تابع همبستگي فرآيند را به كمك هر يك از توابع زماني فرآيند به دست آورد•
* *( , ) [ ( ) ( )] ( ) ( )X tt t E X t X t X t X tR τ τ τ+ = + =< + >

( )

X

tZ

t

τ

.تبديل كرد ZبودنMEرا بهXبودنCEمي توان zبا تعريف فرآيند كمكي•
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قضيهقضيه

ا كاف لا آCEط اXف ا :عبارتست ازXبودن فرآيندCEشرط لازم و كافي براي•
( , ) ( )X Xt t RR τ τ⎧

⎨
+ =

* * 2( , ) ( ) ( ) ( )] ( )[ | |t s Xt t X tE X X X Rs sτ τ τ⎨<< =+ + > >⎩

:اما شرط دوم. است) Z)Rxشرط اول همان ساكن بودن ميانگين فرايند:اثبات•

( ) 0C t
* *

( ,

( ) ( )] ( ) ( )

) 0

( , ) [
Z t s

Z Z ZZ t Z s m t m s

C t s

C t s E
τ

τ τ

>

−

<< > =

=
*[ ( ) ( )]

* * *

( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( )

( 0)

Z Z Z

E X t X t

E t t X tC t s X s X s R t t R s sX

τ τ ττ τ

τ

τ τ τ τ
+

> =<< + + + + >><< > =
*( ) ( )

* *

[ ( , ) ( ) ( ) ( )] ( , ) ( , )( 0, )
X X

Z t s X X t s

RR

E t t X tC t s X s X s R t t R s sX
τ

τ τ

τ τ τ τ> =<< + + − + + >><< > =

2 2
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